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Widit!e ip E. Corominas h l’occasion de son 65 itme anniuersaire 
L.e but de cette note est de dkmontrer le resultat suivant conjecture par R. Frais&* :“Une 
suite est phiodique de p&riode p si et seulement si pf lest le plus petie entier k >O tel que tout 
interualle fini ait un interualle initial et un intervalle final identiques et non uides de longueur au 
plus hgale h k”. 
1. PaWnhires 
1.1 Mofs 
Soit A un ensemble non vide appeh5 alphabet et dont les 6lCments ont appel6s 
ktfres. Un mot extrait de A est une application u de X dans A oh X est l’un des 
ensembles 2, N, [0, 1,2, . . . , n[; dans ce dernier cas, le mot est fini et sa longueur 
est a. Un mot u est un sow-mot du mof u lorsqu’il est identique (aprk 
renumhotation des lettres) h la restriction de u h un intervalle de son domaine 
(r&riction que nous appelons intetvalle). Deux intervalles d’un mot u qui, aprhs 
renumkrotation, donnent le m&me mot sont dits semblubles. Naturellement quand 
il n’y a pas de confusion possible, nous ne distinguons pas entre un sous-mot et un 
intervalle d’un mot. Un mot u est phiodique de p&ode p Iorsque p est le plus 
petit entier strictement positif infkieur ou 6gal ZL la longueur de u pour lequel 
u(m) = u(m + p) d&s que m et m + p sont dans le domaine de u.. 
1.2. Equilafthlift2 et borduge 
pious disons qu’un mot fini de longueur p au moins Cgal B k est k4quihfhzl 
Jorsque le segment initial de longueur k et le segment final de longueur k sont 
identiques. Ainsi tout mot u de Iongueur p est B la fois 0-kquilatkral et 
p-kquilatkral. S’il ne l’est que pour ces deux vsleurs nous disons qu’il est lufhl. 
De ces dkfinitions r&.&e facilement que si un mot u n’esf pus luf6rul ulors, pour Ze 
* Cette conjecture datant de 11975 ktait motivke par une conjecture de Ehrenfeucht-Silberger, 
conjecture qui vient d’&re rkolue nkgativemcnt (juin 1978) un an apr&s l’obtention de notre rdsultat. 
Sur cette question voir la Section 3. 
2 R. Assous. M. Pouzer 
plus petit entier k >O pour lequel il est k4quilatkral, les segments, initial <et final, de 
longueur k (qui sont semhlables) sont latkaux; ce sont les seuls segments, initial et 
final, semblables qui sont lathaux, et enfin la longueur du mot u est au mains 2k. 
NOUS divans qu’un mot u, fini ou non, est bordk! lorsqu’il existe un elrrtier p > 0 
tel que tout sous-mot finii u soit k-kauilathral pour au moins un entier k, 0 g k G p 
(ce k pouvant dkpendre de u). Si p est le plus petit de ces entiers, nous dkons que 
le mot u est p-bard. De cette dkfinition et de la propriktk mentionnee ci-dessus 
+su!te qu’trn mot est p-bord4 si et seulement si p es5 le maximum de longueurs de 
ses sous-mots lat6raux. IPar exemple un mot pkriodique infini est bordk Nous 
allons 6tablir la rkiproque et plus fortement que si un mot infini est p-bord4, allors 
il est phiodique de p&ode p, ceci contenant le fait, non Cvident a priori, qu’un mot 
phiodique de p$riode p, done bordC, est p&o~*d& 
hone 1. Soit u un mot la&al de longueur k> 0. Si u est un mot de bngueur 12 k 
pour lequel 
(I) les segments initial u1 et final tr2 de fongueur k sont semblables d U; 
(2) il n’y a pas d’autre segment initial la&al de longueur 2 k ni d’autre segment 
final lathal de longueur a k. 
Abrs, ou bien l’intervallc compris entre u1 at ut est vide, ou bien il d&init un mot 
ayant k3 mk?mes proptf&% que u. Par cons&.4ent out mot u ayant les propri&t& (l), 
(2) est la r&p&ition successive de mots identiques b v (et done est phiodique de 
p&ode k). 
I de preuve. 018 peut supposer I> k ce qui entraine 2 3 2k. Soit alors w1 
l’intervalle de longueur &: qui suit o1 et w2 l’intervalle de longueur & qui prec&de 
u2. Le mot admettant wI pour segment initial et tr, pour segment final n’est pas 
lathal. Done pour un k% 30, k] les segments initial w; et final U; de longueur k’ 
sont semblables B un meme mot la&al. Ce k’ est &gal B k et done w1 est 
~.:s&&k B 21~ (sinon en considerant le mot admettant o1 pour segment initial et 
w), pour segment final, on obtiendrait que uI n”es8 pas lateral). De m&me w2 est 
semblable & Z.J~ et done ces mot sont semblabIes efatre eux. Pour voir que, par 
exemple wl n’est pas un wgment initial d’un intervalle la&al WY de longueur plus 
grande que k il suffit de considker le segment cGtermin$ par u1 et WY. 
GIBOME 1. Soit u un mot phiodique de phiode p. 
( 1) si u est de domahe Z alors tous les intellwalles lathaux, maximaux pour 
i’inclu~ion, sont de longwwr p et done u est p-bord6; 
(2) .si u est d e 2 ongueur (finie ou non) au mains 2p - 1 alors il est p-bordk. Dans 
ies de&x cas si u utilise n lettres distinctes alors il poss2dc au moins n sows-mots 
Iathw: distincts de longueur p. 
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&euve. Pour (1). Soit 21 un intervalle la&al, maximal pour l’inclusion (parmi les 
intervalles lat&wx). Consid&=ons l’intervalle U’ deduit de o par une translation 
d’amplitude p. Cet intervalle est semblable & 21, done la&al, et maximal (appli- 
quer la translation inverse). D’apr&s le lemme ci-dessus le plus petit intervalle 
contenant v, U’ est periodique de p6riode k, oti k est la. longueur de 21. 11 s’ensuit 
que k = p. Par suite si u utilise n lettres il contient au moins n sous-mots lat&aux 
et distincts. 
Pour (2). CornpEter u en un mot pkriodique de p6riode p et de domaine 2 
puis appliquer 1. 
CoroUaiue 2. Si un mot de dornaine N (ou 2) est p-bord6. alors h partir d’un 
certain rang iZ est phiodique de p&ode po, pour un entier po6 p. 
Preuve, Remarquer que si un mot u est p-bord6 alors: (1) il contient un 
intervalle 1atCraP de longueur p et (2) tous les intervalles de longueur p contien- 
nent les mCmes lettres et done l’alphabet utilis6 est fini. Remarquer ensuite que si 
un mot infini u est p-horde, alors il existe un entier po, 0 <f p. G p et un intervalle 
final infini u. qui est p,-bord6 et dont tous les intervalles finaux sont p,-bord6s. 
Comme l’alphabet utilis6 est fini, il existe une infinitk d’intervalles 
tr,, ZQ, . . . ,2;),, . . . tous semblables & un mEme mot la&al v de longueur pO, 
Compte tesw du Lemme 1, les intervalles dc5terminCs par vo, o,, sont periodiques 
de piriode p0 et done le segment final u’ d&ermine par u. l’est aussi. 
Lemrne 2. Soient p et q deux entiers avec p s q. Si un mot p-horde’ u contient deux 
intervalles uccessij?s et sernblables de Zongueur q alors u est ptriodique de piriode p. 
Pwuve. Compte tenu du Corollaire 1, il suffit d’obtenir que q est une periode de 
u. Pour cela soit k,, l’entier du domaine de u tel que u( k,) pr&de les deux 
intervalles successifs et semblables de longueur q. Nous allons prouver que 
u (k, + q) = u( k,). Le lemme sera alors dCmontr6 en r&t&ant ce raisonnement aux 
lettres pr&dentes. Supposons u( k,+ q) f u(k,). L’intervalle vu0 6gal & u restreint 
B [k,, k, + q] est de longueur q + 1 done Lo-equilatkral pour 1,~ p. Choisissons lo 
minimal, nous obtenons deux intervalles initial w1 et final w i de longueur I,. Soit 
v1 l’intervalle 6gal ir u restreint B [k,, k,+ q + I,- 11. I1 est Zl-6quilaGral et 
n&essairement I, 3 22, - 1 sinon cela contredirait la minimalit: de IO. 
On choisi.t 1, minimal et on refait le m6me raisonnement sur l’intervalle v2 &gal 
a u restreint & [kO, kO + q + I, - 1] et on continue 
k,+q k,+q+l 
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Qn extrait ainsi une suite strictement croissante d’entiers 
major&e par p c’est absurde. 
Voici un lemme plus g&ha1 que le lemme 2 et avec 
4, comme elle doit $tre 
une preuve t&s simple 
(Pouzet): Si u est p&or& et si v et v1 sont deun irztervah semblables et disjoints 
de kmgww q 2s p ahs ia htre a prMdant v est idew ,que ir lettre ar’ pr&Yant v’: 
considCrer l’intervalle lateral w commenpnt pa: P =!, ’ est de longueur maximum. 
Si k est sa longueur considkrer l’intervalle commer.gs;dt par at et se terminant par 
ies k - 1 premii&s lettres de v’ et voir qu’il est k-horde. 
Avec le Corollaire 2, il en resulte que ; si un mot infini (de domaine !+J ou 2) est 
p-bord& abm il est phiodique de p&ode p. Le resultat annon& est doac 
demontre. 
des mats finIs, rappoti awe rme conjecbre d%Rmnfeucht 
Du tlkorkme de compacitk et du lemme 2 r&rite ceci: 
Thwenw Pour tout entier p il existe un entier k pour lequel tout mot p-bord6 de 
Uongueur au mains k est phiodique de p&ode p. 
Nous appellerons euil de phiodicit6 et noterons (p) le plus petit de ces entiers. 
Par exemple s(p) = p pour p G. 
II a ete conjecture par Ehrenfeucht et Silberger que tout mot p-horde de 
longueur 2p etait forme de deux mots successifs identiques de longueur p, done 
etait p&iodique de p&o& p. Compte tenu du r&hat ci-dessus cette conjecture 
revient B dire que s(p) est au plus egal B 2~. Cette canjecture est fausse. Ce fait est 
essentiellement dir B I!. Corominas a partir de P’idee (t&s jolie) suivante: si un 
mot p-borB6 ne peut B tre etendu en un mot p&or& plus long, ii se peut qu’en 
remplapnt les lettres par des mots on obtienne un nouveau mot q-horde qui 
s’etende. Dans un tel w, on fera croitre le seuil. Ainsi considerons le mot 
abaabbaaba. mot 6-bar% et inextensible. Si nous remplapns b par 1 et a par 
cpl l l l 1 (z&o suivi de n un avec n 2 1) alors le nouveau mot obtenu 
01 l 1 l_* 1 01 l l .* 1 01 l l l 1 11 01 l ’ l I 01 l l ‘ 1 1 01 l l l 1 c-- _..-- --- 
est (3n -t 6)bordC et extensible : en plawnt devant 1 l l l 1 (n fois) on obtient un 
mot (3n +6)-horde inextensible de longueur 7n -b 10. I?ar example, pour n = 2 le 
mot 
110 111 011 01111 011 0111 011 
de longueur 24 est 12 horde (sans &re periodique de periode 12). 11 contre la 
cmjecture tit& hdessus. IYap& ce que nous venons de voir on a en outre que 
s(,p) - 2p n’est pas borne. 
bI&zae Est-ce que s(p)- 2p ---, + m? Nous ignowms i s(p) croit avec p. 
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Conjecture. s(p)& est born& plus fortement s(p)s3p. 
En ameliorant le hmne 2 on peut prouvrrr que .~,p) G p* (et meme mieux que 
ga mais les majorations restent de type parabolique). 
4. Ginhalisations 
Le referee nous a suggh6 (et nous l’en remercions) d’hdier l’extension de 
cette caractkisation de la pbriodicitk B des fonctions dkfinies sur R ou plus 
ghhalement des groupes totalement ordonn&. Dans ce cadre il y a naturelle- 
ment plusieurs notions d’kquilathalitk et de la&alit6 (suivant la nature des 
intervalles; fermh, semi-ouverts, . . . et suivant que l’on exclue ou non les 
intervalles triviaux) done de bordage. Mais quelles que soient les dkfinitions 
adoptees on peut construire des fonctions (de domaine Q ou R) bordees et non 
pkriodiques. Par contre les fonctions continues et bordbes dkfinies sur R sont 
pkriodiques. 
Les r6sultats annon& dans les Sections 3 et 4, et dOs au second auteur, seront 
publih ulthieurement. 
Note added in proof 
Nous apprenons que le resultat enonck dans l’abstract a Cte obtenu en 1976 par A. Ehrenfeucht et 
D. M. Silberger in “Periodic@ and u&ordered segments of words” (Discrete Math. sous presse). Leur 
preuve semble t&s differente de la n&re. Leur conjecture figure dans leur article sous une forme plus 
g&t&ale mais 6quivalente. La version que nous exposons ici est celle communiquee par R. Laver g R. 
Fraisse en 1975. C’est celle-ci qui a immediatement suggere a R. Frai’sse, la possibilite du resultat 
mentionne ci-dessus. 
